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Zusammenfassung Im Folgenden werden einzelne Algorithmen zum
Uberpriifen der Planaritéitseigenschaft von Graphen genannt und spe-
ziell auf den in Logspace liegenden Algorithmus von Datta & Prakriya

eingegangen.

1 Einleitung

1.1 Geschichte

Kuratowski Bereits 1930 gab Kuratowski eine prézise Charakterisierung fiir
planare Graphen. Er bewies, dass jeder nicht-planare Graph einen Teilgraphen,
isomorph zu einem der folgenden zwei speziellen Graphen (siehe Abbildung 1)
(K5, Ks3), enthélt. Diesen entsprechenden Teilgraphen erhélt man nach dem
Entfernen aller Knoten vom Grad zwei. Ist ein Graph planar, so enthélt er diesen
nicht. Leider ist dieses Kriterium in der Praxis nur sehr schlecht zu verwenden,
da ein direkter Test mindestens eine Laufzeit in O(V) hiitte [HT74].

Abbildung 1. K5 & K33

Auslander & Parter; Goldstein Ein erster Algorithmus, welcher auf der Idee
beruht, eine Reprisentation fiir eine planare Einbettung eines Graphen zu er-
zeugen, wurde 1961 von Auslander & Parter vorgeschlagen. Er entfernt Kreise



aus dem Graphen und zerlegt diesen somit in mehrere Teile, die dann rekursiv
wieder zerlegt und in eine Ebene mit der Einbettung des urspriinglichen Gra-
phens eingefiigt werden. Ist es moglich den Graph komplett einzubetten, so ist
er planar. Das Papier enthielt jedoch Fehler, denn es war moglich, dass eine End-
losschleife entstand. Diesen Fehler behob Goldstein 1963, der den Algorithmus
zugleich iterativ definierte. Die Grundidee dieser Algorithmen scheint bisher der
beste Ansatz zu sein, um die Planaritéitseigenschaft zu tiberpriifen.

weitere Algorithmen 1966 préasentierten Lempel, Even und Cederbaum einen
Algorithmus, der mit einem einzelnen Knoten begann und den Graphen dann
Schritt fiir Schritt zusammensetzte. Fiir die Korrektheit musste die Reihenfolge
jedoch speziell gewéhlt werden. 1969 verdsffentlichte Shirey eine Moglichkeit mit
einer Listenstruktur und einer Laufzeit von O(V?3). Ein Algorithmus mit O(V)
Speicher und O(V?) Laufzeit wurde 1969 von Tarjan implementiert. Hopcroft
und Tarjan entwickelten Goldsteins Variante noch weiter und kamen auf Grenzen
von O(ViogV') bzw. O(V) Laufzeit.

1.2 Anwendungen

Die Planaritét ist eine interessante Figenschaft in der Graphentheorie, die zum
einen direkte Anwendung findet und aus der zum anderen weitere Eigenschaften
abgeleitet oder weitere Einschréinkungen getroffen werden kénnen.

Zur direkten Anwendung gehort vor allem das Gebiet der Elektrotechnik, spezi-
ell VLSI (Very-Large-Scale Integration), bei dem gepriift werden muss, dass sich
keine Leiterbahnen schneiden. Aber auch das Planen des Verkehrsnetzes ohne
Unterfithrungen /Briicken ist eine weitere direkte Anwendung.

Eigenschaften die abgeleitet werden koénnen, sind z.B. die des Satzes von Euler,
welcher noch erldutert wird.

Einschrankungen bzw. Vereinfachungen koénnen u.a. beim Testen auf Isomor-
phie von Graphen [TW09], speziell bei Graphen zur Représentation chemischen
Strukturen [HT74], getroffen werden, falls die Planaritétseigenschaft erfiillt ist.

1.3 Definitionen

Planar Ein Graph heifit planar, wenn er in eine Ebene eingebettet werden
kann, d.h. dass man den Graphen so zeichnen kann, dass sich keine zwei Kanten
iiberschneiden.

Logspace Es sei eine Mehrbandturingmaschine mit drei Béndern - einem nur
lesbaren Eingabeband, einem nur beschreibbaren Ausgabeband und einem Arbeits-
oder Speicherband, das sowohl beschrieben als auch gelesen werden kann - ge-
geben. Liefert nun eine solche Turingmaschine fiir jede beliebige Eingabe x eine
korrektes Ergebnis und nutzt dabei nur die ersten s(|z|) viele Stellen des Ar-
beitsbands, dann 16st sie das Problem mit s(.) viel Platzbedarf.

SPACFE(s(n)) ist dann die Klasse der Entscheidungsprobleme, die mit maximal



s(n) viel Platzbedarf gelost werden kann, wobei n der Linge der Eingabe ent-
spricht.

Logspace ist somit die Klasse der Entscheidungsprobleme, die mit maximal
O(log(n)) Speicherplatz gelost werden konnen.

Regionen Wird ein planarer Graph so gezeichnet, dass sich keine Kanten
itberschneiden, dann wird die Ebene von diesen Kanten in Regionen des Gra-
phens zerlegt. Auch die duflerste Region zéhlt dazu, wie man in Abbildung 2
sehen kann:

Abbildung 2. Ein Graph mit den Knoten A-G, 12 Kanten und den Regionen 1-7.

Satz von Euler In jedem zusammenhéngenden, planaren Graphen gilt:
Knotenzahl — Kantenzahl + Regionenzahl = 2

Daraus kann man ableiten, dass fiir planare Graphen gilt:

Kantenzahl < 3 x (Knotenzahl — 1)

Im Beispiel Abb. 2:7—-1247=2und 12 <3x* (7 —1)

K-Connected (k-fach verbunden) Ein Graph ist k-connected, falls der Grad
jedes Knotens > k ist, d.h. jeder Knoten hat mindestens k Kanten zu anderen
Knoten. Dies kann auch auf einzelne Teile des Graphens angewendet werden,
um k-fach verbundene Komponenten zu erhalten.

Fiir £ = 3 spricht man von sogenannten triconnected oder 3-connected (3-fach
verbundener) Komponenten. Diese kénnen nach [DNTWO09] in Logspace gefun-
den werden.

Bridges Fiir jede Zusammenhangskomponente X C G\C ist der induzierte
Graph G[X U A,] eine Bridge des Kreises C. A, C C sind die zu X adjazenten



Knoten, die sogenannten Verbindungspunkte.
Ein Konflikt zwischen zwei Bridges By und Bs besteht in folgenden Féllen:

Fall 1: B; und Bs haben drei gemeinsame Verbindungspunkte (Points of At-

tachment) bzgl. des Kreises C.
Fall 2: a1,b; C By, as,by C By und a;, b; sind Verbindungspunkte bzgl. des
Kreises C, sodass sie in der Reihenfolge a1, as, b1, be entlang C auftreten.

. Bl B1
. -
by
by

Abbildung 3. Links: Fall 1, Rechts: Fall 2. B;, B2 Bridges.
Die fettgedruckten Kanten verursachen jeweils den Konflikt.

Konfliktgraph & Bipartite Der Konfliktgraph zu einem Kreis eines Graphens
wird derart konstruiert, dass die Bridges Knoten sind und zwei Knoten genau
dann mit einer Kante verbunden werden, wenn die entsprechende Bridges in
Konflikt miteinander stehen. Ein Beispiel ist in Abbildung 4 zu sehen.
Ein solcher Graph ist bipartite, falls seine Knotenmenge in zwei disjunkte Teil-
mengen zerlegbar ist, sodass innerhalb einer Menge keine Knoten sind.
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Abbildung 4. Links: Ein Beispielkreis mit dem Bridges By bis Bs, Rechts: Der zu-
gehorige Konfliktgraph. Er ist bipartite (oben/unten), jedoch nicht zusammenhéngend.




Spannbaum & fundamentaler Zyklus FEin Spannbaum ist ein Teilgraph,
der alle Knoten des zugehorigen zusammenhéngenden Graphens enthilt und die
minimale Anzahl an Kanten, sodass er selbst ebenfalls zusammenhéingend ist.
Somit betréigt seine Kantenzahl = Knotenzahl des urspriinglichen Graph - 1. Er
ist nicht eindeutig definiert.

Fiigt man einem festen Spannbaum eines 2-fach verbundenen Graphens eine be-
liebige neue Kante e hinzu, so erhiilt man einen Zyklus C(e). Ein solcher heifit
fundamentaler Zyklus von e. Es sei ein Graph mit V Knoten und E Kanten,
dann folgt aufgrund der bereits erwihnten Tatsache, dass ein Spannbaum V-1
viele Kanten enthélt, dass es E-V+1 fundamentale Zyklen gibt. Dies ist sehr
einfach nachzuvollziehen, denn V-1 Kanten werden benétigt, dass der Graph
zusammenhéngend bleibt und fiir jede weitere Kante, kann ein Kreis gebildet
werden. Man bezeichnet eine Region als fundamental, falls sie einem fundamen-
talen Zyklus entspricht.

Betrachtet man Abbildung 5 , so ist 7 = C(e1) der zur Kante e; gehérige fun-
damentale Zyklus, ebenso IT = C(eq), III = C(es) und I, I, II] sind funda-
mentale Regionen.

Abbildung 5. Der Beispielgraph besteht aus den Knoten A-H und allen gezeichne-
ten Kanten. Ein zugehoriger Spannbaum 77 besteht aus allen Knoten A-H und den
durchgezogenen Kanten.

Kombinatorische Einbettung Eine kombinatorsiche Einbettung ist eine zy-
klische Reihenfolge indizenter Kanten. (Beispiel Abbildung 6). Ist eine kombi-
natorische Einbettung eines Graphens gegeben, so kann man damit die planare
Einbettung zeichnen.
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e Eine kombinatorische Einbettung
fiir diesen Graphen wére:
p = (pa,pB,pc, pp) mit
pa ={(AB),(AC), (AD)},

o = {(BC). (BA)},

po = 1(CD), (CA), (CB)},

oo = {(DA), (DO)}.

Hierfiir wurde die Reihenfolge
Q fir die Kanten geméifl den Pfei-

len im Graphen im Uhrzeigersinn

gewéhlt.

Abbildung 6. Beispielgraph

Algorithmus von Datta & Prakriya

2.1 Algorithmus

Als Eingabe wird ein 3-fach verbundener Graph erwartet. Ausgabe ist eine pla-
nare Einbettung des Graphens, falls dieser planar ist. Andernfalls wird abgebro-
chen.

1.

Finde eine Region. Erstelle dazu einen Spannbaum T und zu einer beliebigen
Kante ey ¢ T eine zugehorige fundamentale Region iiber den entsprechenden
fundamentalen Zyklus C(eg). Ist dies nicht moglich: beende.

Definiere diese als duflerste Region.

(a) Erstelle fiir jeden fundamentalen Zyklus C(e) bzgl. T den Konfliktgraph.

(b) Ist einer dieser Graphen nicht bipartite, dann beende.

(¢) Wenn er bipartite ist, dann mit zwei Farben firben.

(d) Sei B . die Bridge des Kreises C(e), die e’ enthilt. Teste fiir alle Kanten
¢/ ¢ TAe' # e: Erhilt B, . im Konfliktgraph von C(e) eine andere Farbe
wie Be, .., dann gilt ¢/ < e (d.h € liegt ,, weiter innen* als e).

Fiir jeden Fundamental Cycle C/(e):

(a) Sei P(e) = {e’ € E(G)\(E(T)U{e})|le’ <enfé:e <é=<e}

(b) Sei F(e) = Beepeyuie; C€)

Fiige C(eq), also die duflere Region, den F’s hinzu.

Teste fiir jede Kante e € E(G), ob sie in genau zwei F(€’)’s liegt. Falls nein:
beende.

Erstelle eine planare Einbettung fiir G und gib diese zuriick. Dies funktio-
niert so: Jedes Triple von Knoten (u, v, w) ist ein Winkel, wenn (u, v), (v, w)
aufeinanderfolgende Kanten einer Region sind. Zwei Winkel gelten als adja-
zent, wenn v; = vo und entweder wy; = us oder u; = wsy ist. Der ungerichtete
Graph mit den Winkeln als Knoten und Adjanzenzen als Kanten bildet eine
Menge unverbundener Kreise. Das geordnete Durchlaufen der Kreise ergibt
genau die kombinatorische Einbettung.



2.2 Erliduterungen

Schritt 1: Es ist moglich bei jedem planaren Graphen eine Region zu finden,
denn jeder 2-fach verbundene planare Graph besitzt mindestens eine funda-
mentale Region bzgl. jeder seiner Spannbdume. Fiir Beweis siehe [DP11a]
(Proposition 2).

Schritt 2: Die Kanten eines planaren Graphen kénnen immer so umgezeichnet
werden, dass jede beliebige fundamentale Region auflen sein kann. Somit
kann jede Region als unendliche, duflere betrachtet werden.

Schritt 3: Ein Graph ist planar, falls der Konfliktgraph jedes Kreises des Gra-
phs bipartite ist. Siehe [Tut58]. Fiir jeden planaren Graphen G mit Zyklus
C gilt: Der Konfliktgraph He(G) ist bipartite und zusammenhéngend.
Beweis: Nimmt man die Eigenschaft ,im* und ,,auflerhalb“ des Kreises, so
ist es ersichtlich, dass Ho(G) bipartite sein muss. Nun zum Zusammenhang:
Fiir jedes Paar z,y € C von Punkten gibt es zwei Pfade von x nach y ent-
lang C. Diese seien P, , und P;’y. Sei B eine Menge von Bridges, die eine
Zusammenhangskomponente von H¢(G) reprisentieren. Wéhle eine Bridge
B’ ¢ B. Die Verbindungspunkte von B’ zerlegen C' in mehrere Segmente.
Wiirden Verbindungspunkte von B in mehreren solchen Segmenten liegen,
wiirde ein Konflikt bestehen und es wiirde gelten B’ € B. Somit miissen alle
Verbindungspunkte von B in einem solchen Segment liegen. Dann kann man
jedoch die duflersten Verbindungspunkte von B in diesem Segment als u,v
wéahlen, welche ein separierendes Paar darstellen. Da dies in einem 3-fach
verbundenem Graphen nicht sein kann, muss eine Bridge B existieren mit
Verbindungspunkten in P, ,\{u,v} und P} ,\{u,v}, die somit in Konflikt
steht und den Konfliktgraph verbindet.

Abbildung 7. B mit Verbindungspunkten in Py, \{u,v} und P; ,\{u,v}.

Schritt 4: Hiermit werden aus den Zyklen die verschiedenen Regionen berech-
net. Dabei sind P(e) diejenige Kanten, die ,direkt innerhalb“ des aktuellen
Zyklus liegen und F'(e) die (iiber die symmetrische Differenz) daraus berech-
nete Region. Siehe 2.3 fiir Beispiel.



Schritt 5: Dieser Schritt wurde im urspriinglichen Algorithmus in [DP11a] zwar
durchgefiihrt, jedoch wurde F(eg) = C(eg) definiert. Diese sind jedoch un-
terschiedlich. D.h. es fehlte eine Region.

Schritt 6: Ein 3-fach verbundener Graph ist genau dann planar, wenn jede
seiner Kanten in genau zwei nicht-separierenden Kreisen liegt [Die05].

Schritt 7: Siehe [DP11a] (Proposition 1) fiir Beweis und 2.3 fiir ein Beispiel.

2.3 Beispiel

Zum besseren Verstédndnis nun noch ein etwas komplexeres Beispiel.

Abbildung 8. Der zu testende Beispiel- Abbildung9. Der Graph G so
graph G nach dem Erstellen eines Spann- umgezeichnet, dass C(eo) die
baums T (fettgedruckte Kanten) und dem guflere Region ist. Beliebige Be-
Auswihlen einer beliebigen Kante ey € schriftung der restlichen Kanten
E(G\T), sodass C(eg) eine fundamentale eingefiigt.

Region ist.



Abbildung 10. Links (fettgedruckt): C'(e1). Zusammenhangskomponenten der Bridges
sind gepunktet markiert. By besteht aus den Knoten {F,G, H, A, B,C, E} mit den
Verbindungspunkten {A, B,C, E}, B; nur aus den Verbindungspunkten {C, D}.
Rechts: Zusammengefasste Darstellung der Bridges (Konfliktkanten fettgedruckt) mit
dem zugehérigen 2-gefiarbten Konfliktgraphen He,, (G).

Bey,e, (diejenige Bridge bzgl. C(e1), die eg enthélt) = Bl. Beye; = Beg,e; = Bey,e; =
Beg,ey = Beg,e; = Bo. Da By eine andere Farbe hat als B folgt daraus, dass e; < ex
fiir 2 < i < 6.

Abbildung 11. C(e2). {H,G, A,C, E, F} mit den Verbindungspunkten {A,C, E, F'}
gehoéren zu By, {D, B,C, E} mit den Verbindungspunkten {B,C, E} zu Bi.

Beg,eo = Bey,eo = B1. Begey = Bey,es = Bes,eo = Beg,es = Bo. Da By andere Farbe
hat als B; = e; < ez fiir 3 <i <6.

Fithrt man den Algorithmus wie in Abb. 10 & 11 mit den restlichen Kanten
fort, so erhélt man folgendes Ergebnis: eg < e5 < e4 < e3 < e < e < €



e|P(e) F(e) Aus den vorher berechneten Relationen ergeben sich
eo| e1 |Cleo) ®C(er) diese Werte fiir P(e), bzw. F(e). P(e) ist dabei die
e1| ez |Cler) @ C(e2) Menge der Kanten, die direkt ,innerhalb“ von e lie-
ez| ez |C(e2) ® Cles) gen, was bei diesem Beispiel jeweils maximal eine
es| es |Cles) ® Cles) Kante ist - dies kann im Allgemeinen abweichen!
es| es |Clea) ® Ces) F(e) ist die symmetrische Differenz des Zyklus C'(e)
es| es |Cles) @ Cleg) mit den Zyklen, der zu den in P(e) liegenden Kan-
es| 0 C(es) ten.

) ©
O—0 (=)
O, O ()
(a) C(e1) (b) Cf(e2) (c) F(e1) = C(e1) ® C(e2)

Abbildung 12. Schritt 4b: hier an Hand des Beispiels fiir F'(ey).

Betrachtet man F(e;), dann stellt man fest, dass dies genau einer Region
entspricht. Dasselbe gilt fiir F(eg) und F(ez) bis F(eg).
Da wir bei diesem Beispiel bereits wissen, dass der Graph planar ist, konnte das
Priifen, ob jede Kante in genau zwei F(e)’s liegt, entfallen. Zum Verstindnis
trotzdem eine kurze Aufzdhlung: eq € Cleg), F(eg); e1 € F(eg), F(e1r); ex €
F(e1), F(es); es € F(ea), Fles); ea € F(es),Fl(eq); e5 € F(eq), Fles); e €
F(65),F(66>.
In einem letzten Schritt wird nun noch die Einbettung tiber die Winkel erstellt:



HG

Abbildung 13. Der resultierende Graph der Winkel

Lauft man den Kreis fiir jeden Knoten ab und will die Reihenfolge der aus-
gehenden Kanten, so nimmt man jeweils die Kante zwischen den hinteren zwei
Knoten jedes Triples. Es muss fiir jeden Knoten die ,,gleiche Reihenfolge* einge-
halten werden, z.B. so, dass der erste Knoten des aktuellen Triples dem letzten
Knoten des Nachfolgertriples entspricht.

Eine kombinatorische Einbettung fiir den
Graphen sieht dann wie folgt aus:

p = (pa,pB,pc, D, PE, PF, PG)

pa ={(AC),(AH),(AB)}

ps ={(BF),(BD),(BA)}

pc ={(CH),(CA),(CD),(CE),(CG)}
pp ={(DE),(DC),(DB)}

PE = {(EG)>(EC)7(ED)7(EF)}

pr ={(FE),(FB),(FH)}

pa ={(GC),(GE), (GH)}

pr ={(HC),(HG),(HF),(HA)}

3 Schluss/Zusammenfassung

Referenzen, welche belegen, dass der vorgestellte Algorithmus in Logspace liegt,
wurden in der gesamten Erlduterung absichtlich vernachléssigt. Hierzu in [DP11a]



oder [DP11b] nachschauen.

Zusammenfassend nochmals eine kurze Erlduterung des Vorgehens. Zuerst wur-
de ein Spannbaum erstellt, um eine fundamentale Region zu finden und die
fundamentalen Zyklen berechnen zu koénnen. Fiir diese wurden dann die Kon-
fliktgraphen erstellt und auf Zusammenhang und Bipartitheit iiberpriift. Sollten
die Bedingungen soweit erfiillt gewesen sein, wurde 2-gefirbt und eine Ordnung
< iiber den Kanten definiert und berechnet. Dariiber konnten die Regionen be-
rechnet werden. Nach einem weiteren Test, ob die Kanten in genau zwei Regionen
liegen, konnte bei Planaritdt eine kombinatorische Einbettung iiber die Winkel
berechnet werden.
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